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Abstract 

The riveted joints are critical places in the aircraft structure with regard to secondary bending, stress 
concentrations and plastic strain. Analysis of aircraft structures, in it riveted joints requires a local-global approach 
to numerical modelling. The shell-beam model of the riveted lap joint consisting of two aluminium sheet with six rivets 
is presented. The rivet is described as a beam element. The contact with friction is defined between the collaborating 
parts of the joint. Numerical calculation is carried out in elastic-plastic range. The nonlinear stress-strain curve, 
describing material model of aluminium alloy, is taken into consideration. The influence of the specimen geometry and 
boundary conditions on strain and stress fields in the riveted joint is studied. Stress distribution in the crosswise 
sections of the specimen, plastic deformations around a rivet hole and evolution of plastic strain fields during tensile 
loading are analysed. The results of simulation of tensile loaded lap riveted joint are compared with the results for 
specimen with open hole. The finite element models are made with Patran. The calculations are preformed using 
NASTRAN and MARC codes. 
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ANALIZA NUMERYCZNA PRÓBKI NITOWEJ 
 

Streszczenie 

Po czenia nitowe s  krytycznymi obszarami  w konstrukcji lotniczej, ze wzgl du na wyst powanie wtórnego 
zginania, koncentracji napr e  oraz odkszta ce  plastycznych. Analiza konstrukcji lotniczych, w tym po cze  
nitowych wymaga zastosowania lokalno-globalnego podej cia do modelowania numerycznego. W artykule 
przedstawiono analiz  pow okowo-belkowego modelu po czenia zak adkowego z o onego z dwóch blach 
aluminiowych po czonych sze cioma nitami. Do opisu nitów zastosowano elementy belkowe. Uwzgl dniono zjawisko 
kontaktu oraz tarcie pomi dzy wspó pracuj cymi cz ciami. Analiz  numeryczn  zrealizowano w zakresie 
spr ysto-plastycznym. W modelu materia u przyj to nieliniow  charakterystyk  opisuj c  stop aluminium. 
Analizowano wp yw geometrii i warunków brzegowych na pola napr e  i odkszta ce  w próbce nitowanej. Badano 
rozk ad napr e  w przekroju poprzecznym próbki, odkszta cenia plastyczne wokó  otworu oraz rozwój pola 
odkszta ce  plastycznych w trakcie próby statycznego rozci gania. Wyniki symulacji dla analizowanego z cza 
zak adkowego porównano z wynikami analizy rozci ganej próbki z otworem swobodnym. Model do oblicze  
wygenerowano w programie PATRAN. Obliczenia wykonano przy pomocy programów MD NASTRAN oraz 
MSC.MARC. 

S owa kluczowe: po czenia nitowe, MES, analiza globalna, model pow okowo-belkowy 
 
1. Wst p 

Po czenia nitowe znalaz y zastosowanie w wielu dziedzinach techniki. Jest to tradycyjna, ale 
nadal powszechnie stosowana metoda czenia elementów struktury, szczególnie 
rozpowszechniona w przemy le lotniczym. Struktury lotnicze, takie jak kad uby samolotów 
i mig owców, skrzyd a, usterzenia itp. budowane s  jako konstrukcje cienko cienne czone 
przewa nie nitami lub wkr tami. 
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Otwory nitowe s  miejscem powstawania znacz cych koncentracji napr e . Ju  w procesie 
nitowania generowane s  odkszta cenia plastyczne i napr enia resztkowe, które lokalnie 
przekraczaj  granic  plastyczno ci [1, 2]. 

Celem pracy jest zaprojektowanie próbki do bada  zm czeniowych z tensometrycznym 
pomiarem napr e . Wykonanie pomiarów wymaga zapewnienia, e ca a seria próbek b dzie 
ulega  zniszczeniu w powtarzalny sposób.  

Artyku  przedstawia analiz  pow okowo - belkowego modelu po czenia zak adkowego 
z o onego z dwóch blach aluminiowych po czonych sze cioma nitami. Analizowano wp yw 
geometrii i warunków brzegowych na pola napr e  i odkszta ce  w próbce nitowanej. 
Obserwowano rozk ad napr e  w przekroju poprzecznym próbki, odkszta cenia plastyczne wokó  
otworu oraz rozwój pola odkszta ce  plastycznych w trakcie próby statycznego rozci gania. 
Wyznaczono wspó czynniki koncentracji napr e  w przekrojach poprzecznych próbki 
os abionych przez otwory nitowe. 

 
2. Próbka nitowana - wariant I 
2.1. Przedmiot bada  

Do analizy przyj to próbk  z o on  z dwóch blach o d ugo ci a = 170 mm, szeroko ci 
b = 50 mm, i grubo ci g = 2 mm. Blachy po czono sze cioma nitami rednicy d = 5 mm. 
Odleg o  pomi dzy nitami wynosi c = 25 mm. Kszta t i wymiary próbki przedstawia rys. 1. 
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Rys. 1. Kszta t i wymiary próbki 
Fig. 1. Specimen shape and dimensions 

 
Próbk  wykonano z blachy aluminiowej D19 stosowanej na cienkie pokrycia kad uba 

w konstrukcjach lotniczych. Parametry materia owe stopu D19 uzyskane w próbie statycznego 
rozci gania podano w tabeli 1. 

 
Tab. 1. Parametry materia owe stopu D19 

Tab. 1. Material property data 
 

Modu  Younga 
E [MPa] 

Granica plastyczno ci 
Re [MPa] 

Wytrzyma o  na rozci ganie 
Rm [MPa] 

Wyd u enie 
[%] 

71000 374 483 14 
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2.2. Model numeryczny - wariant I 

Analiz  przeprowadzono w celu wyznaczenia obci e  powoduj cych zerwanie rozci ganego 
statycznie po czenia oraz okre lenia sposobu niszczenia próbki. Zbadano wp yw nitów na 
rozk ady napr e  w badanej próbce. Przeprowadzono równie  analiz  rozk adów pól odkszta ce  
i napr e  wokó  otworów w celu wyznaczenia obszarów inicjacji uplastycznienia oraz obci e  
powoduj cych powstawanie stanów plastycznych wokó  otworów.  

 

Warstwa Z2 Warstwa Z2 

Warstwa Z1 Warstwa Z1
A               B             C 

A               B             C 

Blacha górna Blacha dolna 

P P 

Blacha górna 

N1            N2            N3 

 
Rys. 2. Geometria próbki 

Fig. 2. Specimen geometry 
 

Blachy zamodelowano elementami pow okowymi. Do opisu nitów i ich oddzia ywania na 
blachy zastosowano elementy belkowe, elementy sztywne i elementy kontaktowe GAP [3]. 
Kontakt pomi dzy blachami zamodelowano równie  elementami typu GAP. Nit przedstawiono 
jako element belkowy o przekroju 5 mm. W modelu numerycznym opisano symetryczn  po ow  
z cza. czna liczba elementów w modelu wynosi oko o 20000. Model numeryczny 
z oznaczeniem numeracji nitów, przekrojów i warstw blach przedstawiono na rys. 2. 

Obliczenia numeryczne odwzorowuj  rozci ganie próbki w maszynie wytrzyma o ciowej. 
Powierzchnie rodkowe górnej i dolnej blachy s  przesuni te wzgl dem siebie o 2 mm. Szcz ki 
maszyny wytrzyma o ciowej s  po o one w jednej p aszczy nie, dlatego zamocowanie próbki 
wymaga wst pnego przemieszczenia jednej z blach [4].  

Do modelowania zastosowano program Patran. Dokonano podzia u próbki na czterow z owe 
standardowe elementy sko czone QUAD4 [3]. Uwzgl dniono zag szczenie elementów w pobli u 
otworu, zapewniaj ce poprawne odwzorowanie zjawisk zachodz cych w rozci ganej blasze. 
Podzia  na elementy sko czone w otoczeniu otworu przedstawiono na rys. 3. 

 

 
 

Rys. 3. Otoczenie pojedynczego otworu 
Fig. 3. Neighbourhood of a rivet hole 
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W obliczeniach wykorzystano spr ysto – plastyczny model materia u, w którym poza granic  
wytrzyma o ci napr enia pozostaj  na sta ym poziomie (rys. 4).  
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Rys. 4. Model materia u spr ysto – plastycznego 
Fig. 4. Stress – strain elasto – plastic curve 

 
Badanie materia u D19 wykonano dla standardowych próbek p askich [5]. W trakcie badania 

nie zaobserwowano przew enia blachy dlatego przyj to, e odkszta cenia i napr enia 
rzeczywiste przy zerwaniu równe s  warto ciom in ynierskim uzyskanym w próbie 
rozci gania (tab. 1).  

Jako kryterium plastyczno ci przyj to, e red = Re, gdzie red – napr enia zredukowane 
wed ug hipotezy Hubera [3]. Nieliniowe obliczenia statyczne wykonano programem MSC.Marc 
w zakresie du ych odkszta ce , wykorzystuj c wyznaczone charakterystyki materia owe. 

 
2.3. Wyniki oblicze  - wariant I 

 

 
 = 0  = 1,70 10-2  = 0,317 

29% P 64% P 100% P 

 
Rys. 5. Odkszta cenia plastyczne w trakcie rozci gania (zewn trzna warstwa Z2) 

Fig. 5. Plastic strain fields during tensile loading –(layer Z2) 
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 = 7,38 10-5  = 1,6 10-2  = 0,344 

29% P 64% P 100% P 

 
Rys. 6. Odkszta cenia plastyczne w trakcie rozci gania (warstwa Z1) 

Fig. 6. Plastic strain fields during tensile loading –(layer Z1) 

 
 Wyniki przedstawiono tylko dla jednej blachy (w tym przypadku blachy górnej), poniewa  
zaobserwowano pe n  analogi  zjawisk zachodz cych w obu blachach. Na rys. 5 i 6 pokazano 
przebieg uplastycznienia próbki (rozk ady odkszta ce  plastycznych) w warstwach Z1 i Z2 tej 
blachy, od momentu inicjacji uplastycznienia do uplastycznienia ca ego przekroju. Pe ne 
uplastycznienie przekroju blachy wyst puje na linii skrajnych nitów (przekrój A-A, warstwa Z2). 

Wyró niono dwa charakterystyczne momenty w obliczeniach, tj. moment inicjacji odkszta ce  
plastycznych oraz uplastycznienie ca ego przekroju os abionego przez otwór. Odpowiednie 
rozk ady napr e  minimalnych i maksymalnych g ównych przedstawiono na rysunkach 7  10. 

Otrzymana w wyniku oblicze  numerycznych si a, dla której zachodzi inicjacja odkszta ce  
plastycznych w przekroju wynosi 10 kN. Natomiast si a powoduj ca uplastycznienie przekroju 
próbki wynosi P = 34,5 kN. 

 

 
            

0 3,41+01 6,82+01 102 136 170 205 239 273 307 341 375 
 

Warstawa Z2 

Warstawa Z1 

 
Rys. 7. Napr enia maksymalne g ówne w chwili inicjacji odkszta ce  plastycznych (29%P) 

Fig. 7. Maximum principal stress fields (yield initiation) 

 
Koncentracja napr e  wyst puje w otoczeniu otworów nitowych. Maksymalne napr enia 

rozci gaj ce w chwili inicjacji odkszta ce  plastycznych wyst puj  w warstwie Z1 wynosz  
375 MPa, natomiast napr enia ciskaj ce w warstwie Z2 i plasuj  si  na poziomie 202 MPa.  
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W chwili uplastycznienia maksymalne napr enia rozci gaj ce wynosz  485 MPa. Z analizy 
wynika, e koncentracja napr e  rozci gaj cych wyst puje w warstwie Z2. Napr enia 
ciskaj ce, których udzia  równie  jest zdecydowanie wi kszy w warstwie Z2 plasuj  si  na 

poziomie 647 MPa. 
 

 
            

-2,02+02 -1,82+02 -1,63+02 -1,45+02 -1,27+02 -1,09+02 -9,08+01 -7,26+01 -5,45+01 -3,63+01 -1,82+01 0 

Warstawa Z2 

Warstawa Z1 

 
Rys. 8. Napr enia minimalne g ówne w chwili inicjacji odkszta ce  plastycznych (29%P) 

Fig. 8. Minimum principal stress fields (yield initiation) 
 

 

 
            

0 4,41+01 88,1+01 132 176 220 264 308 352 396 441 485 

Warstawa Z2 

Warstawa Z1 

 
Rys. 9. Napr enia maksymalne g ówne w chwili uplastycznienia ca ego przekroju (100%P) 

Fig. 9. Maximum principal stress fields (yielding of the specimen crosswise section) 
 

 

 
            

-6,47+02 -5,88+02 -5,30+02 -4,71+02 -4,12+02 -3,53+02 -2,94+02 -2,35+02 -1,77+02 -1,18+02 -5,88+01 0 

 

Warstawa Z2 

Warstawa Z1 

 
Rys. 10. Napr enia minimalne g ówne w chwili uplastycznienia ca ego przekroju (100% P) 

Fig. 10. Minimum principal stress fields (yielding of the specimen crosswise section) 
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Rzeczywisty rozk ad napr e  w przekroju rozci ganej próbki os abionym przez otwór nie jest 
sta y. Maksymalne napr enia wyst puj  w otoczeniu otworu nitowego. Miar  spi trzenia 
napr e  jest wspó czynnik koncentracji napr e  kt, który opisuje zale no  [6]: 

 
n

tk .max ,                                                                  (1) 

gdzie: 
max – maksymalne napr enie w przekroju,  

rzeczywiste napr enie w zakresie  liniowo - spr ystym: 

dbg
P

n 2
– napr enie nominalne. 

 
Dla próbki z otworem swobodnym (niewype nionym nitem), wspó czynnik koncentracji 

napr e  na kraw dzi otworu wynosi 2,5 [6, 7]. 
Rozk ad si  w próbce nitowanej mo na wyznaczy  stosuj c model „linii neutralnej” [8]. 

Najwi ksza si a w górnej blasze dzia a w skrajnym przekroju (A-A) i wynosi PA-A = P. 
W kolejnych przekrojach si a maleje i wynosi odpowiednio PP BB 65,0  i PP CC 35,0  (rys 11). 

 

P 

N 1 

PB-B PB-B PC-C PC-C 

N 2 N 3

P B-B = P – N 1 PC-C = P B-B – N 2 = N 3 
Rys. 11. Si y w przekrojach próbki 

Fig. 11. Forces in the selected crosswise sections 
 
Warto ci si y zale  od wymiarów próbki oraz od zastosowanego materia u [8]. 
 

P
f

fP

P
f
fP

CC

BB

32

32
2

,                                                       (2) 

gdzie: 

EgdE
g

f
f

4.72
2

3  – podatno  nitu (równanie Grummana) [8], 

gbE
c

                  – podatno  blachy, 

Ef, E                         – modu y Younga nitu i blach, 
g, b                           – grubo  i szeroko  blach, 
d                               – rednica nitu. 
 

Obliczone analitycznie i wyznaczone z analizy numerycznej warto ci si , napr e  
nominalnych i wspó czynnika koncentracji napr e  w przekrojach blach podano w tabeli 2. 
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Wspó czynnik koncentracji napr e  zmienia si  dla analizowanego po czenia od 2,72 
do 4,23. 

Tab 2. Wyniki oblicze  analitycznych i numerycznych 
Tab 2. Analytical and numerical results 

 
analityczne numeryczne  

F [kN] n [MPa] kt [–] F [kN] n [MPa] kt [–] 
A-A 10 125 2,72 10 125 2,72 
B-B 6,60 82,5 2,75 6,36 79,5 2,85 
C-C 3,40 42,5 4,23 3,65 45,7 3,94 

 

Rozk ady napr e  w momencie inicjacji odkszta ce  plastycznych w os abionych przez otwór 
przekrojach A-A, B-B, C-C blachy górnej przedstawiaj  wykresy (rys. 12 – 14). Na wszystkich 
wykresach pokazane s  napr enia w warstwach Z1 i Z2 blachy górnej. Najwi ksze napr enia 
zarówno dla momentu inicjacji, jak i momentu uplastycznienia przekroju próbki wyst puj  
w otworze nitu N1. Ró nice w rozk adzie napr e  w poszczególnych warstwach wynikaj  
z wtórnego zginania próbki w trakcie próby rozci gania. 
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Rys. 12. Rozk ad napr e  y w przekroju A-A próbki ( nit N1) 
Fig. 12. Stress y plot in the A–A crosswise section (rivet N1) 

0

50

100

150

200

250

0 5 10 15 20 25

Sk adowa x [mm]

na
pr

en
ia

 [M
Pa

]

Warstwa Z1 Warstwa Z2 Napr enia nominalne

N2 

y 

x 

x 

BB

y 

 
Rys. 13. Rozk ad napr e  y w przekroju B-B próbki ( nit N2) 
Fig. 13. Stress y plot in the B–B crosswise section (rivet N2) 
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Rys. 15. Rozk ad napr e  y w przekroju C-C próbki ( nit N3) 
Fig. 15. Stress y plot in the C–C crosswise section (rivet N3) 

 
W otoczeniu nitu N3 (przekrój C-C) warto ci napr e  w warstwach Z1 i Z2 pokrywaj  si  – 

praktycznie w tym przekroju wyst puje czyste rozci ganie. 
 

3 Modyfikacja modelu - wariant II 

a) 

b) 

P 

P 

P 

P 

 

Rys. 16. Schematy próbek a) wariant I b) wariant II 
Fig. 16. Specimen shape a) case I b) case II 

 
W modelu opisanym w rozdziale 2 (wariant I) zaobserwowano analogiczne rozk ady napr e  

w blasze górnej i dolnej. Zerwanie próbki wyst puje wzd u  linii skrajnych nitów od strony 
przy o onego obci enia (rys. 16a) z tym samym prawdopodobie stwem w górnej i dolnej blasze. 
Na rys 16 strza kami wskazano najbardziej wyt one przekroje blach. 

Ze wzgl du na cel pracy – jednoznaczne ustalenie miejsca wyst pienia p kni cia próbki –
 dokonano modyfikacji modelu polegaj cej na lokalnej zmianie grubo ci blachy dolnej na 
wysoko ci skrajnych nitów (rys. 16b). Grubo  blachy po sfrezowaniu wynosi a 1,2 mm. 
W wyniku modyfikacji zerwanie próbki wyst puje wzd u  linii skrajnych nitów górnej blachy 
(rys. 16b) [4]. 
 

4 Podsumowanie 
W pracy opisano analiz  rozk adów napr e  i odkszta ce  w rozci ganym po czeniu 

zak adkowym. Wyznaczono wspó czynniki koncentracji napr e  w przekrojach blach 
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os abionych przez otwór. Oceniono wp yw wtórnego zginania na warto ci napr e  i odkszta ce  
plastycznych w ww. przekrojach.  

Zaproponowano projekt próbki do bada  zm czeniowych z ci g ym pomiarem odkszta ce  
metod  tensometrii elektrooporowej. W wyniku oblicze  numerycznych wyznaczono miejsca 
wyst pienia maksymalnych odkszta ce  w rozci ganym po czeniu, dzi ki czemu wskazano 
miejsca wykonywania pomiarów tensometrycznych. 

 
Praca wykonana w ramach projektu badawczego finansowanego przez MNiSW. 
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